. y . Variable aléatoire
Sommes de Variables Aléatoires

Définir une variable aléatoire X sur I’ensemble Q = {e;; e,; €3; ...; €;; ...; e, } revient &
définir une fonction de Q dans R qui associe a chaque valeur e; de 0 un nombre réel x;

Loi de probabilité d’une Variable Aléatoire - Rappels
Q e e, en
Définir une loi de probabilité de X revient a associer a X(Q) X X, Xn
chacune des valeurs x; de X, la probabilité de I’issue e;
telle que p(X = x;) = p; .
Espérance, Variance, Ecart-type d’une variable aléatoire
X =x; X1 Xy Xn
Espé : E(X) représente la moyenne des valeurs de X
pX=x)| p P2 Pn spérance : £ (X) rep Y
n
E(X) =inpi =Xy XPrt X X Pyt et Xy Xy
. i=1
Propriétés Variance : V' (X) mesure la moyenne des écarts a la moyenne au carré
Formule de Konig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))" n ,
VOO = ) (k- E00)p
i=0

Transformation affine : i
Ecart-Type : o(X) mesure la dispersion autour de la moyenne

o(X) =V(X)

Linéarité de I’espérance : E(aX+b)=aEX)+b

Variance : V(aX + b) = a?V(X)

Ecart-type : o(ax + b) = |a|lo(X) f

Formule de Konig-Huygens :

n

V0 = ) (= EQ0)pi = ) (xF — 2xiEC0 + (EC)) x
i=0

i=0

Linéarité de ’espérance :

VOO = Y (xpc— 20 E) + p(E)’)

E(X) 1 i=0
n n n n n LC i
V) = Y (efp) —2EX) Y (xp) + (ECO)* Y (@)
E(aX +b) = E(Clxi + b)p; = Z(axipi +bp) = aZ(xipi) + bZ(Pi) Zo Zo: Zo
i=1 i=1 i=1 i=1

St
E(X?) E(X) =il

V(X) = E(X?) — 2E(X) X E(X) + E(X)? x 1
E(aX+b)=aEX)+b

V(X) = E(X?) — 2E(X)? + E(X)?

V(X) = E(X?) — E(X)?




Cas de deux variables aléatoires X et Y

Linéarité de ’espérance E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

A En général : V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Si X est Y sont indépendantes :

V(;y) EXQNY(Q),P(X=x)n({ =y))=PX =x) xP(Y =y)

Propriétés
EXXY)=EX)XE()
VX +Y)=VX)+ V()

Sommes de Variables Aléatoires

Cas Particulier de la Loi Binomiale

X; La variable de Bernoulli telle que X; € {s; e} dont la probabilité du
succeés s vaut : p(X; =s) =p

EX)=p VX)=p(d-p) (Sy)=+vp(1—p)
SiX =X, +X,+ -+ X, alors X - B(n;p) alors

EX)=np VX)=np(l—-p) oX)=np(l—p)

Concentration et Loi des Grands Nombres

Inégalité de Markov : P(X = §) < %
veo

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P(|X — E(X)| = &) < 52

Cette inégalité
majore la dispersion
autour de la moyenne
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On répéte n fois, de maniére identique 1’épreuve aléatoire de variable
aléatoire X.

On obtient n variables aléatoires X, ..., X,, vérifiant E(X;) = E(X) et
V(X)) =V(X)
X+ Xp e Xy

— Moyenne empirique : M,, =
n

V(X)

— Inégalité de la concentration : P(|M,, — E(X)| = §) < 52

- Loi des grands nombres : liT P(IM, —EX)|=6)=0
n—->+o0o

« Pour tout réel § > 0, aussi petit soit-il, la limite de la probabilité que
M,, s’écarte de la moyenne de plus de § est nulle. »




